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Аннотация

В работе рассматривается задача адаптивного
планирования эксперимента для задачи регрессии.
В качестве регрессионной модели используется
стохастическая модель гауссовского процесса. В ра-
боте рассмотрен как ряд классических критери-
ев адаптивного планирования эксперимента, так
и ряд новых критериев. Проведено сравнение рас-
сматриваемых методов на большом количестве
тестовых функций.

1. Введение

Одной из основных задач, которые приходит-
ся решать при построении метамоделей (моделей
на основе данных) является задача аппроксимации
неизвестной зависимости по данным [1, 2]. Наиболее
популярная модель для построения аппроксимато-
ров, основанная на гауссовских процессах [3, 4, 5],
используется в большом количестве разнообразных
прикладных задач, включая концептуальное проек-
тирование [6], структурную оптимизацию [7], мно-
гокритериальную оптимизацию при проектировании
[8], конструирование в аэрокосмической [9] и автомо-
бильной отраслях [10].

Во многих инженерных задачах количество вы-
числений целевой функции f (x) существенно огра-
ничено по причине очень большого времени, требуе-
мого для одного вычисления, и/или его высокой сто-
имости. В связи с этим крайне важной является за-
дача построения методов выбора обучающей выбор-
ки D ограниченного объема N таким образом, что-
бы максимизировать качество аппроксимации. Од-
ним из наиболее популярных в литературе подходов
является метод адаптивного планирования экспери-

мента [11]. Цель данной работы состоит в том, чтобы
провести сравнительный анализ критериев адаптив-
ного планирования экспериментов на основе гауссов-
ских процессов.

Статья устроена следующим образом:

− в разделе 2 описывается постановка задачи ап-
проксимации;

− в разделе 3 рассказывается про построение ап-
проксиматора на основе стационарных гауссов-
ских процессов;

− в разделе 4 описывается постановка задачи
адаптивного планирования регрессионного экс-
перимента ;

− в разделе 5 описаны конкретные критерии адап-
тивного построения выборки точек;

− в разделах 7 и 8 рассказывается об эксперимен-
тальных результатах работы рассмотренных ме-
тодов и делаются выводы об их особенностях и
качестве работы.

2. Постановка задачи аппроксимации

В наиболее общем виде задача аппроксимации
может быть сформулирована следующим образом.
Пусть y = f (x) некоторая неизвестная функция со
входом x ∈ X ⊂ Rn и выходом y ∈ R. Пусть Dlearn =(
X ,y

)
=
{(

xi,yi = f (xi)
)
, i = 1, . . . ,N

}
- обучающая вы-

борка. Задача состоит в построении аппроксимации
ŷ = f̂ (x) = f̂ (x|Dlearn) для исходной зависимости y =
f (x) по обучающей выборке Dlearn.

Если для всех x ∈ X (не только для x ∈ Dlearn)
имеет место примерное равенство f̂ (x) ≈ f (x), то
считается, что аппроксиматор хорошо воспроизво-
дит исходную зависимость. Это факт проверяется
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на независимой тестовой выборке Dtest =
(
X∗,y∗

)
={(

x∗j ,y∗j = f (x∗j)
)
, j = 1, . . . ,N∗

}
. Мерой качества ап-

проксимации является среднеквадратичная ошибка
на тестовой выборке:

Q( f̂ |Dtest) =

√√√√ 1
N∗

N∗

∑
j=1

(
y∗j − f̂ (x∗j)

)2
. (1)

Заметим, что во многих практических задачах
обучающая выборка не задана априори, причем точ-
ки обучающей выборки X могут быть выбраны про-
извольным образом из множества X, а соответствую-
щие значения функции y = f (X) могут быть подсчи-
таны с помощью алгоритма вычисления f (x),x ∈ X.
Выбор оптимального в некотором смысле подмноже-
ства точек X ⊂ X называется задачей планирования
эксперимента. Одним из возможных критериев оп-
тимальности может быть минимизация ошибки на
тестовом множестве Q( f̂ |Dtest). В последнее время
большое развитие получило так называемое адап-
тивное планирование эксперимента [2], при кото-
ром обучающая выборка строится итеративно, при-
чем на каждой новой итерации для выбора новых
точек используется аппроксимация, построенная на
предыдущей итерации (см. раздел 4). В следующем
разделе рассматривается построение аппроксимато-
ра на основе гауссовских процессов [12, 13], который
в дальнейшем используется для адаптивного плани-
рования эксперимента.

3. Аппроксиматор на основе гауссов-
ского процесса

3.1. Гауссовские процессы

Гауссовский процесс является одним из воз-
можных способов задания распределения на про-
странстве функций. Гауссовский процесс f (x) полно-
стью определяется своей функцией среднего m(x) =
E[ f (x)] и ковариационной функцией cov(y,y′) =
k(x,x′) = E[( f (x)− m(x))( f (x′)− m(x′))]. Если поло-
жить функцию среднего нулевой: m(x) = E[ f (x)] = 0,
а ковариационную функцию считать известной, то
функция апостериорного (для заданной обучающей
выборки) среднего значения гауссовского процесса в
точках контрольной выборки X∗ выглядит следую-
щим образом [12]:

f̂ (X∗) = K∗K−1y, (2)

где K∗ = K(X∗,X) =
[
k(x∗i ,x j), i = 1, . . . ,N∗; j = 1, . . . ,N

]
,

K = K(X ,X) =
[
k(xi,x j), i, j = 1, . . . ,N

]
.

В типичных, более реалистичных ситуациях при
моделировании мы не имеем доступа непосредствен-
но к значениям функции, а наблюдаем их только в
зашумленном виде:

y(x) = f (x)+ ε(x), (3)

где шум ε(x) моделируется независимыми одинаково
распределенными нормальными случайными вели-
чинами с нулевым средним и дисперсией σ̃2. В таком
случае наблюдения y(x) будут гауссовским процес-
сом с нулевым средним и ковариационной функцией
cov(y(x),y(x′)) = k(x,x′) + σ̃2. Таким образом, функ-
ция апостериорного (для заданной обучающей вы-
борки) среднего значения гауссовского процесса f (x)
в точках контрольной выборки X∗ принимает вид:

f̂ (X∗) = K∗
(
K + σ̃

2I
)−1y, (4)

где I - единичная матрица размера N×N.
Заметим, что наличие в формуле (4) дисперсии

шума σ̃2 фактически приводит к регуляризации, что
позволяет улучшить обобщающую способность ап-
проксиматора. При этом апостериорная ковариаци-
онная функция гауссовского процесса в точках кон-
трольной выборки имеет вид:

V
[

f̂ (X∗)
]
= K(X∗,X∗)+ σ̃

2I∗−K∗
(
K + σ̃

2I
)−1KT

∗ (5)

где K(X∗,X∗) =
[
k(x∗i ,x∗j), i, j = 1, . . . ,N∗

]
, I∗ - единич-

ная матрица размера N∗×N∗.
Дисперсии гауссовского процесса в точках кон-

трольной выборки могут быть использованы как
оценки ожидаемой ошибки аппроксимации в этих
точках. Заметим, что для этого нет необходимости
вычислять по формуле (5) всю матрицу V

[
f̂ (X∗)

]
,

а достаточно вычислить только элементы ее глав-
ной диагонали, которые и являются искомыми
дисперсиями. Обозначим их σ̂2(X∗) = σ̂2(X∗|X) =
diag(V

[
f̂ (X∗)

]
). Заметим, что величины σ̂2(X∗) не за-

висят от значений аппроксимируемой функции y в
точках обучающей выборки X , а зависят только от
самих точек X .

При работе с реальными данными ковариацион-
ная функция породившего их гауссовского процесса,
как правило, не известна, поэтому необходимо уметь
идентифицировать ее по данным.

3.2. Нахождение параметров гауссовского
процесса

Предположим, что ковариационная функция
гауссовского процесса является членом некоторого
параметрического семейства k(x,x′) = k(x,x′|a), где
a ∈ RK - вектор параметров ковариационной функ-
ции. Семейство k(x,x′|a) обычно берется из клас-
са так называемых стационарных ковариационных
функций, т.е. функций значение которых зависит
только от разности значений аргументов k(x,x′|a) =
k(x− x′|a). Значение параметра a предлагается вос-
станавливать по обучающей выборке Dlearn, исходя
из принципа максимума правдоподобия. Для это-
го выпишем логарифм правдоподобия гауссовского
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процесса в точках обучающей выборки [12]:

log p(y|X ,a, σ̃) =− 1
2

yT (K + σ̃
2IN)

−1y−

− 1
2

log |K + σ̃
2I|− n

2
log2π, (6)

где |K + σ̃2I| - детерминант матрицы K + σ̃2I.
Кроме параметров a ковариационной функции

параметром функционала (6) является также значе-
ние дисперсии шума наблюдений σ̃2, которое также
можно настраивать по обучающей выборке. Таким
образом, нахождение оптимальных значений пара-
метров сводится к отысканию максимума правдопо-
добия по параметрам:

log p(y|X ,a, σ̃)→max
a,σ̃

(7)

Выбор конкретного семейства ковариационных
функций k(x− x′|a) обычно продиктован соображе-
ниями удобства, а также априорными представле-
ниями о свойствах аппроксимируемой зависимости.
В данной работе мы используем ковариационные
функции вида k(x− x′|a) = σ̄2 exp

(
−∑

n
i=1 θ 2

i |xi− x′i|2
)
,

где параметры a =
{

θi, i = 1, . . . ,n; σ̄
}

настраиваются
по обучающей выборке при решении задачи (7).

Заметим, что в данном разделе описан только
базовый алгоритм регрессии на основе гауссовских
процессов, более детальное описание см. в [14].

4. Адаптивное планирование регресси-
онного эксперимента

Множество различных методов и подходов к
адаптивному планированию регрессионного экспе-
римента достаточно обширно, но при этом разумно
выделить два основных направления, а именно [15]:

• Планирование эксперимента с целью наилучшей
оценки параметров целевой функции f (x);

• Планирование эксперимента c целью наилуч-
шего предсказания значений целевой функции
f (x).

Заметим, что по первому подходу существует
большой объем литературы, данная теория широ-
ко развита в частности в работах Фёдорова [21]. По
второму подходу в литературе предложено большое
количество различных эвристических методов [11],
но работы, в которых проведено их качественное
сравнение, пркатически отсутствуют. В данной ра-
боте мы постараемся заполнить эту нишу и сосре-
доточимся на втором подходе. Рассмотрим алгоритм
адаптивного планирования эксперимента, который в
общем виде описан ниже:

1. Строим начальную выборку D с помощью одно-
го из методов планирования эксперимента, кото-
рые равномерно заполняют точками простран-
ство дизайна. В данной работе используется ме-
тод латинских гиперкубов.

2. Строим аппроксимацию f̂ (x|D) на основе выбор-
ки D.

3. Если мы добились требуемого качества аппрок-
симации или исчерпали количество допустимых
вычислении целевой функции, то останавлива-
емся, иначе переходим к шагу 4.

4. Получаем новые точки, используя D, f̂ (x|D) и
σ̂2(x|X):

Xnew = argmax
x∈X

g
(
D, f̂ (x|D), σ̂2(x|X)

)
,

где g - некоторый критерий адаптивного плани-
рования эксперимента, Xnew - множество точек,
которые добавляются в обучающую выборку на
текущем шаге.

5. D = D ∪ Dnew, где Dnew =
(
Xnew,Ynew

)
=
{(

x ∈
Xnew,y = f (x)

)}
.

6. Возвращаемся к шагу 2.

Заметим, что в данном алгоритме некоторые
пункты требуют дополнительного уточнения. В
частности, отдельного внимания заслуживает алго-
ритм оптимизации критериев. Его описание см. в
разделе 6. Возможные критерии адаптивного пла-
нирования эксперимента рассматриваются в следу-
ющем разделе.

5. Критерии адаптивного добавления
точек

В работе рассматривается несколько критериев
адаптивного планирования эксперимента. Большин-
ство из этих критериев используют тот факт, что
метод построения регрессии на основе гауссовских
процессов позволяет оценивать ожидаемую ошибку
предсказания σ̂(x|X).

5.1. Maximum variance

Одним из наиболее простых методов является
выбор точки с максимальной ожидаемой ошибкой
предсказания [11]:

maxVar(x) = σ̂
2(x|X).

Отличительной особенностью данного метода явля-
ется склонность к выбору точек на границе области
X. Такое свойство метода может быть нежелатель-
ным в случае, если поведение целевой функции f (x)
на границе области является нестабильным, что ча-
сто встречается в реальных задачах.
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5.2. Integrated mean squared error (IMSE)

Данный критерий представляет собой среднюю
ошибку по области эксперимента X в предположе-
нии, что точка x добавлена в обучающую выбор-
ку [11]:

imse(x) =− 1
|X|

∫
u∈X

σ̂
2(u|X ∪x)du,

где σ̂2(u|X ∪x) - дисперсия предсказания в точке u в
предположении, что точка x добавлена в обучающую
выборку, а |X|=

∫
u∈X du - объем множества X.

Заметим, что в силу того, что апостериорная
дисперсия σ̂2(u|X ∪ x) не зависит от значений целе-
вой функции в точках выборки X ∪x, то она может
быть вычислена до того, как наблюдается f (x).

5.3. Integrated mean squared error gain
(imseGain)

В данном критерии в отличие от предыдущего
усредняется не ожидаемая ошибка, а ее приращение
после добавления точки x [16]:

imseGain(x) =
1
|X|

∫
u∈X

(
σ̂

2(u|X)− σ̂
2(u|X ∪x)

)
du.

Заметим, что данный критерий фактически отлича-
ется от предыдущего критерия только на констант-
ное слагаемое. Однако, использование формул обра-
щения блочных матриц позволяет избежать прямого
обращения матрицы ковариаций для новой выборки
X ∪x, поскольку [16]:

σ̂
2(u|X)− σ̂

2(u|X ∪x) =
[k(x,u)− k(x,X)T K−1k(u,X)]2

σ̂2(x|X)
,

что значительно упрощает вычисления.

5.4. imseGain-MaximumVariance

Несмотря на разумные предположения, которые
лежат в основе двух предыдущих критериев, их от-
личительной чертой является численная нестабиль-
ность в том случае, если новая точка помещает-
ся близко к другим точкам обучающей выборки. В
свою очередь критерий Maximum variance такими
проблемами не обладает, а наоборот в точках обу-
чающей выборки имеет локальные минимумы. Та-
ким образом, если совместить критерии Maximum
variance и Integrated mean squared error gain в одном
критерии с помощью мультипликативной формулы,
то можно ожидать, что в полученный критерий бу-
дет совмещать наилучшие качества этих критериев,
а недостатки скомпенсируются. Получаемый крите-
рий имеет следующий вид:

imseGainMV (x)=
σ̂2(x|X)

|X|

∫
u∈X

(
σ̂

2(u|X)−σ̂
2(u|X∪x)

)
du=

=
1
|X|

∫
u∈X

[
k(x,u)− k(x,X)T K−1k(u,X)

]2du.

5.5. Uniform

Также в работе рассматривается простой крите-
рий, который основан на том, что разумно распо-
лагать точки так, чтобы они равномерно заполня-
ли пространство. Одним из вариантов такого кри-
терия является критерий, максимизирующий мини-
мальное расстояние между точками выборки:

uni f orm(x) = min
u6=v∈X∪x

d(u,v),

где d(u,v) - расстояние между точками u и v в неко-
торой метрике. В данной работе рассматривается
обычная евклидова метрика d(u,v) =

√
∑

n
i=1(ui− vi)2.

Заметим, что данный критерий фактически не
зависит от значений аппроксимируемой функции
f (x) и от ее аппроксимации f̂ (x).

6. Оптимизация критериев

Критерии адаптивного планирования экспери-
мента по своей сути являются очень многоэкстре-
мальными. У большинства критериев локальные ми-
нимумы расположены в точках текущей выборки,
а практически в любой области пространства меж-
ду точками обучающей выборки имеется локальный
максимум. Таким образом качественная оптимиза-
ция критериев адаптивного планирования экспери-
мента является тяжелой задачей, причем трудность
задачи возрастает с размерностью пространства, т.к.
количество локальных особенностей растет экспо-
ненциально с размерностью пространства входных
значений. Для решения этой задачи представляются
разумным использовать алгоритмы глобальной оп-
тимизации. В данной работе для оптимизации кри-
териев используется алгоритм имитации отжига [17],
который обладает хорошими глобальными свойства-
ми и обеспечивает качественную оптимизацию кри-
териев.

7. Экспериментальные результаты

В ходе экспериментов был использован большой
набор тестовых функций, которые применяются для
тестирования задач оптимизации [18, 19]. Всего те-
стирование проводилось на 10 различных функциях
размерностей 3 и 4, для каждой из которых генери-
ровалось 5 случайных начальных выборок размером
(10 * размерность) точек. Процедура адаптивного
планирования эксперимента проводилась для каж-
дого из рассмотренных в разделе 5 критериев и для
каждой из 5 начальных выборок. Причем, на каждой
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итерации в обучающую выборку добавлялась одна
точка, выбранная в соответствии с рассматривае-
мым критерием. Всего добавлялось 50 точек. Резуль-
таты сравнивались по среднеквадратичной ошибке
(1) на больших контрольных выборках из 10000 то-
чек. Также для сравнения с критериями приведены
результаты для случая, когда в выборку добавляют-
ся случайные точки из области дизайна. Для удоб-
ства результаты представлены в виде кривых Долан-
Мора [20]. Чем выше кривая находится на графике,
тем выше качество работы соответствующего алго-
ритма. Результаты представлены для аппроксима-
ций, построенных по выборке с 30 адаптивно добав-
ленными точками (см. рисунок 1) и по выборке с 50
адаптивно добавленными точками (см. рисунок 2).
Заметим, что критерии IMSE и imseGain на значи-
тельной доле функций дают наилучший результат
(значение кривой Долан-Мора в нуле), но при этом
также на многих функциях очень большой проиг-
рыш, что вызвано численной нестабильностью этих
критериев. Предложенный в данной работе крите-
рий imseGain-MaximumVariance позволяет избежать
этого эффекта и показывает результат лучше, чем
все остальные критерии.

Рис. 1. Кривые Долан-Мора для тестовых функ-
ций, 30 добавленных точек.

Также рассмотрим пример, на котором видно,
как изменяется ошибка аппроксимации по мере до-
бавления точек в выборку. Для этого рассмотрим ап-
проксимацию функции Michalewicz в области [0,1]2.
На рисунках 3 и 4 изображена зависимость ошибки
аппроксимации от итерации алгоритма, причем ре-
зультаты усреднены по 5 запускам для 5 различных
начальных выборок. Хорошо видно, что адаптивные
методы заметно выигрывают у случайного добавле-
ния точек, причем ошибка лучшего из адаптивных
методов почти в 2 раза меньше, чем у метода слу-
чайного добавления точек.

Рис. 2. Кривые Долан-Мора для тестовых функ-
ций, 50 добавленных точек.

Рис. 3. Кривые ошибок для функции Michalewicz.

8. Выводы

В работе рассмотрен ряд критериев адаптивно-
го планирования эксперимента с целью наилучше-
го предсказания значений функции. Также пред-
ложен новый критерии imseGain-MaximumVariance,
который в простой форме комбинирует уже извест-
ные критерии, что позволяет добиться более хоро-
ших свойств и численного поведения критерия. Экс-
периментальные результаты показали значительное
преимущество адаптивных методов над случайным
добавлением точек в обучающую выборку. При этом
предложенный критерий показал более хорошие ре-
зультаты по сравнению с известными критериями, а
также оказался более численно стабильным.

Заметим, что рассмотренный в данной рабо-
те подход является полностью эвристическим, хо-
тя и исходит из разумных предположений о свой-
ствах рассматриваемой задачи. Поэтому дальней-
шие исследования предполагается сосредоточить на
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Рис. 4. Кривые ошибок для функции Michalewicz,
нормированные на ошибку метода случайного до-
бавления точек.

построении хорошей теоретической постановки зада-
чи адаптивного планирования эксперимента с целью
наилучшего предсказания значений целевой функ-
ции. Такая постановка позволит получить новые
критерии адаптивного планирования эксперимента
и исследовать их теоретические свойства.

Работа выполнена при поддержке Лаборатории
структурных методов анализа данных в предсказа-
тельном моделировании, МФТИ, грант правитель-
ства РФ дог. 11.G34.31.0073.
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